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Aufgabe 1. Kleinaufgaben [10 Punkte]
a. Gegeben sei der unten abgebildete Radix Heap.
Geben Sie den Zustand nach einer sowie zwei deleteMin () Operationen an. [2 Punkte]
Bucket ID -1 0 1 2 3
Radix Heap 1010, 1110, 10000,
1101,
1100,
1111,
Lésung
Nach erstem deleteMin ():
Bucket ID -1 0 1 2 3
Radix Heap 1110, 10000,
1101,
1100,
1111,
Nach zweitem deleteMin ():
Bucket ID -1 0 1 2 3
Radix Heap 1101, 1110y 10000y,

1111,




b. Ein Reachability Oracle fur einen gerichteten Graphen G = (V,E) sei eine Datenstruktur,
die Erreichbarkeitsanfragen (isReachable (u,v)) in &(1) beantworten kann. Dabei ist
isReachable(u,v) =true, wennin G ein Pfad von u nach v existiert und false sonst. Ge-
geben sei ein Algorithmus zur Berechnung eines Reachability Oracles fiir gerichtete azyklische
Graphen G = (V,E).

Skizzieren Sie unter Verwendung des Algorithmus fiir gerichtete azyklische Graphen einen
Algorithmus fiir beliebige gerichtete Graphen, der in & (|V|+ |E|) zusitzlicher Zeit ein Re-
achability Oracle berechnet. [2 Punkte]

Lésung

Wir berechnen mittels Tiefensuche in &(|V|+ |E|) Zeit den Schrumpfgraphen des Eingabegra-
phen. Da dieser azyklisch ist, konnen wir dafiir ein Reachability Oracle fiir gerichtete azykli-
sche Graphen berechnen. Bei Anfragen ersetzen wir die angefragten Knoten durch ihre entspre-
chenden Knoten im Schrumpfgraphen.

c. Beschreiben Sie einen parallelen Sortieralgorithmus im CRCW-Modell im combine Mo-
dus mit Addition (das heilit, wenn mehrere Prozessoren eine Speicherstelle beschreiben, dann
werden die geschriebenen Werte addiert). Bei Eingabe eines Arrays E der GréBe n soll ihr
Algorithmus mit n?> Prozessoren in &/(1) Zeit laufen.

Sie diirfen davon ausgehen, dass die Werte in E paarweise verschieden sind. Die Ausgabe
soll in ein bereits angelegtes Array A geschrieben werden. Zusitzlich steht Ihnen ein weiteres
Hilfsarray H der GroBe n zur Verfiigung, dessen Eintrédge alle O sind. [3 Punkte]

Lésung

Wir nummerieren die n?> Prozessoren als (i, j) mit i, j < n. Prozessor (i, j) vergleicht die Ele-
mente E[i] und E[j] . Falls E[i] grofer ist als E[j], dann schreibt er eine 1 an die Stelle Hi].
Durch den combine Modus enthilt H[i] danach also die Anzahl an Elementen, die kleiner sind
als E[i].

Danach miissen noch n Prozessoren das Ausgabearray beschreiben: Prozessor i schreibt
A[H[]] := E[i].




d. Sei f(n,k) die Laufzeit eines Algorithmus mit Eingabegrofe n. Die Laufzeit hidngt weiter
von einem Parameter k ab. Geben Sie an, welche der folgenden Laufzeiten ein Problem fixed-
parameter-tractable (FPT) machen. Begriinden Sie ihre Antwort kurz. [3 Punkte]

Losung

Ein Problem ist FPT, falls ein Algorithmus das Problem in &(f(k)- p(n)) 16st, wobei f eine
berechenbare Funktion, k der Parameter, p ein beliebiges Polynom und n die Eingabelédnge ist.

1. fi(n,k) =2K4+n?:
Das Problem ist fixed-parameter tractable, da fi(n,k) = 2% +n? < 2K n?. Hier ist also
f(k) =2*und p(n) = n?.

2. fo(n,k) = 2k+loen,
Das Problem ist fixed-parameter-tractable, da f>(n, k) = 2k+1ogn — gk . plogn — ok Hier
ist also f(k) = 2* und p(n) = n.

3. f3(n,k) = 2kloen;
Das Problem ist nicht fixed-parameter-tractable, da f3(n, k) = 2k198" = (2logm)k — yk Der
Exponent von n wichst also mit k.
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Aufgabe 2. Approximationsalgorithmen: Set Cover [11 Punkte]

Das Minimum Set Cover Problem ist wie folgt definiert: Gegeben ist eine Menge X mit |X| =n
und eine Menge von Teilmengen F = {F},...,F,} mit F; C X und UEeFFi = X. Gesucht ist
eine Teilmenge S C F' mit Jgcg F;i = X von kleinstmdglicher Kardinalitit.

a. Sei X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},F = {F|,F>,F3,Fy,Fs} mit

F, ={0,1,2,3}

F, ={2,3,4}

F;={5,6,7}

F,={5,8,9}

Fs={0,1,6,7}

Geben Sie ein Minimum Set Cover an. Begriinden Sie, warum Ihr gefundenes Set Cover mini-
mal ist. [3 Punkte]
Losung

S={F,F,Fs}

Da die Elemente 4 und 9 nur in jeweils einer Menge auftauchen, miissen diese Mengen (F3
und F4) in jedem Set Cover enthalten sein. Da noch nicht alle Elemente dadurch abgedeckt
sind, muss noch mindestens eine weiter Menge gewihlt werden. F5 deckt alle verbleibenden
Elemente ab.

b. Gegeben sei folgender Algorithmus zur Berechnung eines Set Covers:

Algorithmus 1 ApproxMinSetCover (X, F)
S0 > Losung
U<+X > Noch nicht abgedeckte Elemente
while U # 0 do
Wihle T € F, dass |T NU| maximiert
U«+U\T
S+ SuU{T}

return S

Geben Sie das Ergebnis von ApproxMinSetCover fiir X und F aus Teilaufgabe a an. Sollte
bei der Auswahl von T Gleichstand zwischen zwei Mengen herrschen, wihlen Sie die Menge,
die in der Aufgabenstellung zuerst genannt wird. [2 Punkte]

Lésung

S:{F17F2vF37F4}




c. Sei k die Anzahl an Mengen, die fiir eine optimale Losung bendtigt werden. Zeigen Sie
mittels vollstdndiger Induktion, dass am Ende der j-ten Iteration von ApproxMinSetCover
gilt: |U| <n(1 — 1/k)/. [4 Punkte]

Lésung

Induktionsanfang (j = 0): Nach Definition von U sind vor der ersten Iteration n Elemente nicht
abgedeckt.

Induktionsschritt (j — 1 ~ j): Zu Beginn der j-ten Iteration gilt nach Induktionsvoraussetzung
|U| <n(1 — 1/k)/~!. Da eine optimale Losung alle n Elemente mit k Mengen abdeckt, kann sie
insbesondere auch die noch verbleibenden Elemente mit maximal kK Mengen abdecken. Es gilt
also: Eine optimale Losung verwendet eine Menge, die mindestens einen Anteil 1/k der verblei-
benden Elemente abgedeckt. Da ApproxMinSetCover die Menge auswihlt, die die meisten
Elemente abdeckt, wird auch mindestens ein Anteil 1/k der verbleibenden Elemente abgedeckt.
Damit gilt am Ende der j-ten Iteration: |U| <n(1 — 1/k)/=!1- (1 —-1/k) =n(1 — 1/k)/




d. Zeigen Sie, dass ApproxMinSetCover maximal klnn + 1 Mengen benétigt, wenn eine
optimale Losung k£ Mengen benotigt.
Hinweis: (1 —1/n)" <1/efirneN [2 Punkte]

Lésung

Fiir die Anzahl der nach klnn Iterationen verbleibenden Elemente ergibt sich nach Teilaufgabe
c:

n(1—1/k)knn
= n((1=1/k)5""
< n(1 /)

1

Das letzte verbleibende Element kann offensichtlich durch hinzufiigen einer einzigen weiteren
Menge abgedeckt werden.
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Aufgabe 3. Geometrische Algorithmen: Dreiecke un nkte [8 Punkte]

Gegeben sei eine Menge S von n Dreiecken in der Ebene. Jedes Dreieck sei durch seine drei
Eckpunkte pp, p2, p3 definiert. Gehen Sie davon aus, dass die Seiten der Dreiecke sich nicht
schneiden (oder beriihren) und kein Dreieck in einem anderen Dreieck enthalten ist. Des Weite-
ren seien alle x- sowie y-Koordinaten der Punkte der Dreiecke paarweise verschieden. Zusétz-
lich sei P eine Menge von n Punkten in der Ebene.

Betrachten Sie dazu das folgende Beispiel:

a. Erweitern Sie den Sweepline-Algorithmus aus der Vorlesung, um alle Punkte aus P auszuge-
ben, die auBerhalb aller Dreiecke aus S liegen. Der Algorithmus soll hichstens &'(nlogn) Zeit
benotigen. Begriinden Sie die Laufzeit Ihres Algorithmus. [6 Punkte]




Losung

Wir erweitern den Algorithmus aus der Vorlesung zur Berechnung von Streckenschnitten, um
fiir einen Punkt zu bestimmen, ob dieser innerhalb eines Dreiecks liegt. Hierzu verwenden wir
eine vertikale Sweepline in Richtung aufsteigender x-Koordinaten.

Events: Events sind dann gegeben durch die Eckpunkte der Dreiecke aus S sowie der Punk-
temenge P. Wie in der Vorlesung verwenden wir eine Priorititsliste Q fiir das Ermitteln des
nichsten Events. Ist der nichste Event ein Eckpunkt eines Dreiecks aus S so unterscheiden wir
dabei, ob es sich um den Anfangs-, Mittel- oder Endpunkt des Dreiecks handelt:

e Bei einem Anfangspunkt werden die beiden angrenzenden Segmente in den Sweepline-
Status eingefiigt.

e Bei einem Mittelpunkt wird das angrenzende Segment links des Punktes entfernt und das
Segments rechts des Punktes eingefiigt.

e Bei einem Endpunkt werden die beiden angrenzenden Segmente aus dem Sweepline-
Status entfernt.

Ist der néchste Event ein Punkt aus P so ermitteln wir mit Hilfe unseres Sweepline-Status die
beiden Segmente direkt iiber- und unterhalb des Punktes. AnschlieBend iiberpriifen wir, ob die
beiden Segmente zum gleichen Dreieck gehoren. Ist dies der Fall, so liegt unser Punkt innerhalb
eines Dreiecks und wir gehen zum néchsten Event. Ansonsten wird der Punkt ausgegeben.
Sweepline-Status: Zur Verwaltung unseres Sweepline-Status verwenden wir einen balancierten
Suchbaum 7 (AVL, Red-Black, ...). Der Suchbaum speichert dabei die aktuell von der Swee-
pline geschnittenen Dreieckssegmente sortiert nach ihrer relativen Ordnung auf der Sweepline.
Analyse: Zur Berechnung der Dreieckssegmente bendtigen wir &'(n) Zeit. Fiir das Einfiigen und
Abfragen aller Events in Q (3n Eckpunkte aus S und n Punkte aus P) bendtigen wir &'(nlogn)
Zeit. In jeder Iteration wird fiir einen der insgesamt 4n Events eine der folgenden Anderungen
an T durchgefiihrt:

e Bei einem Dreiecksevent werden entweder zwei Segmente in 7 eingefiigt (Anfangs-
punkt), ein Segment entfernt und eins hinzugefiigt (Mittelpunkt) oder zwei Segmente
entfernt (Endpunkt).

e Bei einem Punktevent werden zwei Suchanfragen an 7' gegeben.

Alle diese Operationen benétigen &'(logn) Zeit. Alle sonstigen Berechnungen (Test ob Punkt
zwischen zwei Segmenten) bendtigen &(1) Zeit. Damit liegt die Gesamtlaufzeit des Algorith-
mus bei O'(nlogn).




b. Erweitern Sie Ihren Algorithmus aus Teilaufgabe a moglichst effizient, so dass Dreiecke nun
auch vollstindig in anderen Dreiecken enthalten sein konnen. Welche Auswirkungen hat dies
auf die Laufzeit Ihres Algorithmus? [2 Punkte]

Losung

Beobachtung: Ein Dreieck A liegt vollstindig in einem anderen Dreieck B, genau dann wenn
jeder Punkt der innerhalb von A liegt auch innerhalb von B liegt.

Aufgrund unserer Beobachtung geniigt es fiir jeden Anfangspunkt eines Dreiecks zu testen, ob
dieser innerhalb eines anderes Dreiecks liegt. Ist dies der Fall so kann das innere Dreieck igno-
riert und die entsprechenden Eckpunkte aus Q entfernt werden. Die entsprechende Operation
funktioniert analog zu den Punktevents aus Teilaufgabe a. Da alle benétigten Operationen eine
Laufzeit von &'(logn) haben, dndert sich die Laufzeit des Algorithmus nicht.
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Aufgabe 4. Flussalgorithmen: Bipartite Matchings [13 Punkte]

a. Betrachten Sie das unten abgebildete Flussnetzwerk. Die Kanten sind mit ihrer Kapazitét be-
schriftet. Berechnen sie mit dem Ford Fulkerson Algorithmus den maximalen Fluss von Knoten
s zu Knoten 7. Augmentieren Sie jeweils den kiirzesten Pfad im Residualgraphen. Geben Sie
dabei fiir jeden Schritt den erhohenden Pfad in Form einer Knotenliste und den Wert des erho-
henden Pfades an. Geben Sie zusitzlich den Wert des maximalen Flusses nach der Ausfiihrung

an.
1
:EQ
2

1 1 1 »@

[3 Punkte]




Losung

1. Erhohender Pfad 1: s 2 a —>d — f >t = Wert 1

1|0.@ 1)0 110.@ 1)0

2[0 10 2[0

2. Erhohender Pfad 2: s b —>c—d—>g—h—t= Wert 1
11 11 11 11

3. Erhohender Pfad 3: s > b —>c—-d—>a—e—>g—>h—1t= Wert 1
11 11 11 11

Folgendes Flussnetzwerk zeigt den maximalen Fluss:

)
11 110 11 11 e

11 212

Wert des maximalen Flusses: 3

Anmerkung: Die gezeigten Residualgraphen sind nicht Teil der geforderten Loésung, sondern
dienen ausschliellich zur Verdeutlichung derselben




b. Ein bipartiter Graph sei ein Graph dessen Knotenmenge V' in zwei disjunkte Teilmengen
U,W zerlegt werden kann, so dass keine zwei Knoten aus der gleichen Teilmenge adjazent
sind. Gegeben sei ein bipartiter Graph G = (U UW,E,b) mit natiirlichen Knotenkapazititen
b(v) € N fiir v e UUW. Eine Kantenmenge M C E sei ein bipartites b-Matching, wenn kein
Knoten v € U UW zu mehr als b(v) Kanten aus M inzident ist.

Ein b-Matching M sei maximal, wenn es kein b-Matching N mit |N| > |M| gibt.

Geben Sie ein maximales b-Matching fiir den unten abgebildeten Graphen an. Begriinden Sie
auBerdem, warum Ihr h-Matching maximal ist. [2 Punkte]

Lésung

Die angegebene Losung ist maximal, da alle Knoten auf der linken Seite voll saturiert sind. Es
kann also keine Losung mit mehr gematchten Kanten existieren.




c. Geben Sie einen Algorithmus an, der mittels ganzzahliger maximaler Fliisse ein maxima-
les b-Matching fiir einen bipartiten Graphen G = (U UW, E,b) berechnet. Geben Sie hierfiir
insbesondere an, wie der gegebene Graph in ein Flussnetzwerk H = (V' E’,¢) transfomiert
wird. Geben Sie weiterhin an, wie der von Thnen gefundene Fluss in ein maximales b-Matching
umgewandelt wird. [3 Punkte]

Lésung

Der Algorithmus wandelt zundchst den gegebenen bipartiten Graphen G = (U UW,E | b) wie
folgt in ein Flussnetzwerk H = (V/,E’, ¢) um:

o V =UUWU{s,t}

o E'={(uw)lucU,we W {uw}€E}U({s} xU)UW x {t})

b(u) e=(s,u)
o Vec E'setze c(e) =< b(w) e= (w,t)
1 sonst

Anschliefend wird auf dem Flussnetzwerk H ein maximaler Fluss (z.B. via Ford-Fulkerson)
berechnet. Der resultierende Fluss wird dann in ein maximales b-Matching umgewandelt, in
dem alle saturierten Kanten von U nach W zum Matching hinzugefiigt werden.




d. Beweisen Sie, dass Thr Algorithmus aus Teilaufgabe ¢ korrekt ist. [5 Punkte]

Lésung

e Unter der Transformation aus Teilaufgabe ¢ gibt es eine bijektive Abbildung zwischen
ganzzahligen Fliissen und bipartiten b-Matchings.
Beweis: Fiir die eingehenden Kanten eines Knotens u € U gilt ¢((s,u)) = b(u). Die aus-
gehenden Kanten entsprechen denen in £ und haben Kapazitit 1. Somit gilt nach Kapa-
zitdtskonformitit und Flusserhalt, das ein Knoten u# € U nicht mehr als b(u) ausgehende
saturierte Kanten besitzt. Analog gilt fiir Knoten w € W das diese nicht mehr als b(w)
eingehende saturierte Kanten besitzen. Somit ist fiir einen ganzzahligen Fluss das dar-
aus berechnete Matching giiltig. Entsprechend erhalten wir aus einem giiltigen Matching
einen ganzzahligen Fluss indem wir fiir Knoten u € U bzw. w € W den Fluss der ein-
gehenden bzw. ausgehenden Kante auf die Anzahl der gematchten Kanten des Knotens
setzen.

e Der Wert des Flusses stimmt mit der Kardinalitét des entsprechenden Matchings iiberein.
Beweis: Nach Flusserhalt entspricht der von s ausgehenden Fluss der Anzahl der satu-
rierten (gematchten) Kanten zwischen U und W. Somit ist der Wert eines ganzzahligen
Flusses gleich der Kardinalitit des entsprechenden Matchings.

e Also liefert ein maximaler ganzzahliger Fluss ein maximales b-Matching.
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Aufgabe 5. Randomisierte Algorithmen: Skip Lists [9 Punkte]

Eine Skip List ist eine probabilistische Datenstruktur zur Speicherung einer geordneten Fol-
ge von n Elementen. Eine Skip List besteht aus mehreren Schichten. Die unterste Schicht
(Schicht 1) ist eine geordnete (einfach) verkettete Liste, die alle Elemente enthilt. Jede hohere
Schicht bildet “Abkiirzungen” fiir die Schichten darunter. Ein Element in Schicht i hat dabei
Wahrscheinlichkeit p in Schicht i + 1 aufzutreten. Zusitzlich besitzt die Liste ein Kopfelement
(Head) und Endelement (NIL).

Betrachten Sie dazu das folgende Beispiel:

L4 ]

L3 —>— > >

L2 ] e

L1 ]

Head |1 2 3 4 5 6 7 8| NIL

a. Konstruieren Sie eine Skip List fiir die Elemente {1,2,3,4,5,6,7,8}. Verwenden Sie als
Ersatz fiir die Wahrscheinlichkeit p die Funktion Next (x) := (x mod 2’ = 1), die angibt ob
ein Element x aus Schicht i in Schicht i + 1 gelangt. Stoppen Sie dabei, sobald eine Schicht nur
noch ein Element besitzt. [2 Punkte]

Lésung

L4

L2
L1
Head 1 2 3 4 ) 6 7 8 NIL




b. Fiir die Suchoperation einer Skip List sei folgender Pseudocode gegeben:

Algorithmus 2 Suche (L: Skip List, k: Suchschliissel)
x < L.head
for 1 + L.max_level downto 1 do
while x.forward[i].key < k do
X + x.forward[i]

X < x.forward[1]
if x.key = k then return x.value
else return failure

Zeichnen Sie in die unten abgebildete Skip List den Suchpfad fiir das Element 8 ein.
[1 Punkt]

Losung

L4 ol |

L3> > »| >

L2 s

L1
Head 1 2 3 4 ) 6 7 8 NIL

c. Geben Sie eine geschlossene Formel #(n, 1) fiir die erwartete Anzahl an Elementen in Schicht
[ an. [1 Punkt]

Lésung

Da jedes Element Wahrscheinlichkeit p besitzt, in die ndchsthohere Schicht zu gelangen, gilt
fiir die erwartete Anzahl an Elementen pro Schicht

#(n,1) =np'~!




d. Geben Sie eine geschlossene Formel L(n) fiir den Index der Schicht mit erwartet 1/p Ele-
menten an. [2 Punkte]

Losung

Nach Teilaufgabe a gilt #(n,1) = np'~!.

n=p
1
lgn=L(n)lg—
p

L(I’l) = lgl/pn

e. Im Folgenden betrachten wir den Suchpfad der in Teilaufgabe b definierten Operation in

umgekehrter Richtung (d.h. ausgehend von Schicht 1). Die Richtung des Suchpfades ist damit

nach links und nach oben.

Geben Sie eine geschlossene Formel fiir die erwartete Lange eines Suchpfades an, der von

Schicht 1 bis Schicht k verlduft. Die Linge des Suchpfades sei dabei durch die Anzahl der

Linksbewegungen definiert. Gehen Sie davon aus, dass der Anfang der Liste nie erreicht wird.
[3 Punkte]

Lésung

Wir nehmen an, das die Schicht eines Elements erst dann bestimmt wird wenn wir es wihrend
unserer Traversierung betrachten.

Da jedes Element mit einer Wahrscheinlichkeit p eine Schicht aufsteigt, miissen wir auf jeder
Schicht erwartet 1/p Linksbewegungen durchfiihren bis wir in eine héhere Schicht gelangen.
Aufgrund der Linearitiit des Erwartungswertes, ist der Erwartungswert der Summe der Linksbe-
wegungen auf allen Ebenen gleich der Summe der Erwartungswerte auf den einzelnen Ebenen.
Von Schicht 1 bis zu Schicht k ergibt sich damit eine erwartete Suchpfadelinge von (k—1)/p.
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Aufgabe 6. Stringalgorithmen: Permutiertes LCP Arra [9 Punkte]

Im Folgenden betrachten wir ® und das permutierte LCP Array (PLCP) eines Textes T', das
wie folgt definiert ist:

-7 — wenn SA~ L[
q)[i]:{SA[SA ] — 1] SA=V[i] £ 1

0 sonst
PLCPIi - {\ch(s,-,sq,mn wenn ®[i] # 0
—1 sonst
lep(Ssari—11,Ssar: £ 1
Zur Erinnerung: LCP[i] = {' eP(Ssafi-1]> Ssafg)| - wenn i
—1 sonst
a. Bestimmen Sie fiir 7 = banana die Arrays SA~!,® und PLCP [5 Punkte]
1 S; S Ali] LCPJi]
T banana ? a ——1 a
2 anana 4 ana 1 ana
3 nana 7 anana 3 anana
4 | ana 1 | banana 0 | banana
5 | na 5| na 0 | na
6| a ? nana 2 | nana
Losung
i SATL[i] olp PLCPJi]

’HOTMCDOJ»P‘

’o — oo | e 1\3‘
" o~ || w o‘
—

S Ot s W N~




b. Zeigen Sie, dass PLCP[i] = LCP[SA~![i]]. Sie diirfen dafiir die Sonderfille in den obigen
Definitionen ignorieren. Betrachten Sie also nur die Fille, fiir die gilt: SA~![i] # 1. [2 Punkte]

Lésung

LCP[SA™[i]] = |lep(Ssajsa-1{i—1]» Ssagsa-1(i)| = llep (S, Si)| = PLCP]]

c. Vervollstindigen Sie den folgenden Algorithmus zu einem Linearzeitalgorithmus zur Be-
rechnung des PLCP, indem sie die ausgelassenen Zeilen ausfiillen. [2 Punkte]

Lésung

Algorithmus 3 PLCP (T,SA,SA!) mit |T| =n

h<0
PLCP < Array der GroBle n
fori=1,...,ndo

if SA~![i] # 1 then
j | SA[SATi] —1]
while T[i+h] =T[j+ h] do
h++
PLCP[i] < h
h <+ max(0,h—1)
else
PLCPJi] + —1
return PLCP




